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    =  integral 
n   =  jumlah iterasi 
),( srR             =          tabel Romberg 
𝑓(𝑥, 𝑦) =  fungsi dua varibel 
ℎ  = interval 
𝑥2  =  batas atas fungsi x 
𝑥1  =  batas bawah fungsi x 
𝑦2  =  batas atas fungsi y 
𝑦1  =  batas bawah fungsi y 
𝜀  =  galat mutlak 






NAMA : ASNINI 
NIM     : 60600113004 
JUDUL: PERBANDINGAN METODE KUADRATUS GAUSS LAGUERRE 
DENGAN METODE ROMBERG DALAM MENYELESAIKAN INTEGRAL 
LIPAT DUA BERDASARKAN NILAI GALATNYA 
Penerapan integral umumnya digunakan pada beberapa bidang seperti 
matematika, teknik, ekonomi, fisika, biologi dan lainnya. Banyak permasalahan 
yang dihadapi dapat dimodelkan ke dalam suatu persamaan integral, dimana 
seringkali sulit untuk dihitung dengan menggunakan kaidah-kaidah kalkulus 
secara analitik. Untuk itu diperlukan bantuan komputer dan metode pendekatan 
yang tepat untuk dapat menyelesaikan persamaan tersebut secara efisien dan tepat. 
Beberapa metode pengintegralan yang umum digunakan adalah metode numerik. 
Salah satu metode yang dapat digunakan dalam penyelesaian integral lipat dua 
yaitu metode Kuadratur Gauss dan metode Romberg. Dalam penelitian ini akan 
memberikan informasi metode yang paling baik dan akurat dalam menyelesaikan 
persoalan integral lipat dua  yang melibatkan fungsi-fungsi yang rumit terutama 
fungsi eksponensial, sehingga pemilihan metode Kuadratur Gauss Laguerre dan 
metode Romberg  dinilai tepat saat metode tersebut diterapkan dalam kasus-kasus 
tertentu dalam penyelesaian integral lipat dua dalam hal solusi numerik ( galat 
eror ). Berdasarkan hasil pengamatan diperoleh perbandingan dari kedua metode 
pada penyelesaian integral lipat dua berdasarkan nilai errornya dapat disimpulkan 
bahwa metode Romberg  jauh lebih akurat dibandingkan dengan metode 
kuadratur gaus laguerre . hal ini dapat dibuktikan dengan nilai galat mutlak yang 
dihasilkan metode Romberg jauh lebih kecil dibandingkan dengan metode 









BAB  I 
PENDAHULUAN 
A. Latar Belakang 
Integral memiliki peran penting dalam kehidupan sehari-hari. Penerapan 
integral umumnya digunakan pada beberapa bidang seperti matematika, teknik, 
ekonomi, fisika, biologi dan lainnya. Pada bidang matematika persamaan integral 
digunakan untuk menghitung luas hingga volume. Integral dalam bidang ekonomi 
digunakan untuk menentukan fungsi biaya total hingga mencari fungsi asal dari 
fungsi marginalnya (fungsi turunan). Integral pada bidang fisika digunakan untuk 
melakukan analisis rangkaian listrik arus AC hingga medan magnet. Contoh-
contoh tersebut pada umumnya memiliki bentuk fungsi yang rumit sehingga tidak 
dapat diselesaikan secara analitik. Berdasarkan hal tersebut diperlukan sebuah 
metode untuk menyelesaikan kasus integral secara cepat, mudah, dan memiliki 
galat kecil. Penyelesaian kasus integral dapat dilakukan secara analitik dengan 
menggunakan metode numerik. 
Salah satu kasus yang sering muncul adalah masalah integral, bentuk 
integral yang ada dalam ilmu kalkulus dan metode penyelesaiannya secara analitik 
menjadi suatu permasalahan tersendiri untuk menyelesaikannya. Jika bentuk 
integral tersebut tak wajar dan rumit ditambah lagi melibatkan fungsi 
eksponensial. Fungsi eksponensial sering muncul pada permasalahan persamaan 
diferensial, baik biasa maupun parsial, dimana peneliti diharuskan untuk 





matematika dengan ilmu agama sangat berkaitan, sama seperti hubungan 
matematika dengan ilmu-ilmu yang lain dalam QS. Fushilat/41:12 yaitu: 
⬧⬧  ◆❑☺  
✓⧫❑⧫ ◆   
☺ ⧫  ◆ 
◆☺ ◆ 
☺ →◆  ⬧ 
⬧ ➔ ➔ 
  
Terjemahnya: 
Maka  dia  menjadikannya  tujuh  langit  dalam  dua  masa.  Dia 
mewahyukan  pada  tiap-tiap  langit  urusannya.  dan kami  hiasi  langit 
yang  dekat  dengan  bintang-bintang  yang  cemerlang  dan  kami 
memeliharanya  dengan  sebaik-baiknya.  Demikianlah  ketentuan  yang 
Maha Perkasa lagi Maha Mengetahui.1 
Berdasarkan ayat tersebut dijelaskan bahwa Dia (Allah) menjadikan 
tujuh langit dalam dua masa Dia telah mewahyukan yakni menetapkan dengan 
cara rahasia pada tiap-tiap langit urusannya yakni melengkapinya dengan segala 
sesuatu sehingga dapat berfungsi sebagaimana kehendaknya, dan secara khusus 
Dia nyatakan bahwa kami telah menghiasi langit yang paling dekat ke bumi 
dengan bintang-bintang yang cemerlang dan kami memeliharanya dengan 
pemeliharaan yang sempurna sehingga ia jatuh atau bertabrakan. Penciptaan dan 
pengaturan yang demikian rapi itu adalah takdir yakni pengaturan Alah yang 
maha perkasa lagi maha mengetahui.2 
                                                          
1 Departemen  Agama  RI, alQur’an  dan  Terjemahnya (Jakarta: Perwakilan  Bagian 
Percetakan Dan Penerbitan Kementrian Agama, 2002), h.479. 
2M. Quraish Sihab, Tafsir Al-Misbah: Pesan, Kesan dan Keserasian Al-Qur’an (Jakarta: 





QS  Fushshilat / 41:12 di atas diterjemahkan dalam bahasa matematika, 
dimisalkan tujuh langit adalah fungsi f(x,y), dengan x dan y adalah langit, 
sedangkan dua masa menyatakan integral yang dilakukan dua kali. Hal ini 
membuktikan bahwa begitu pentingnya mengkaji ilmu integral untuk mengetahui 
seberapa luas dunia yang di tinggali sekarang ini. Proses penyelesaiannya yaitu 
dengan mencari nilai-nilai pada masing-masing masa untuk setiap langit, sehingga 
hasil penyelesaiannya yaitu tujuh langit dengan hiasan bintang-bintang yang 
cemerlang.  
Menyelesaikan kasus dalam matematika dalam hal ini penyelesaian 
integral membutuhkan sebuah ketelitian dan kehatian-hatian. Proses yang keliru 
akibat kecerobohan perhitungan yang dilakukan akan berdampak pada hasil akhir 
yang didapatkan. Hal ini juga dijelaskan Allah dalam firmannya QS.An-
Nisa/4:112 tentang bagaimana dampak dari kecorobohan manusia. 
⧫◆ ⧫ ⧫   
➔ ⧫  ⧫ ⬧⬧ 
☺⧫ ⧫ ☺◆ 
     
Terjemahanya: 
dan Barang  siapa yang mengerjakan kesalahan atau dosa, kemudian dia 
tuduhkan kepada orang yang tidak bersalah, Maka Sesungguhnya ia telah 
berbuat suatu kebohongan dan dosa yang nyata.3 
 
Tafsir al-Misbah menyatakan bahwa kata khathi’ah biasa diartikan 
kesalahan yang tidak disengaja, tetapi karena ayat di atas menggunakan kaat 
yaksib yang berarti melakukan, maka ini menisyaratkan bahwa kesalahan yang 
tidak disengaja itu dilakukan oleh adanya kecerobohan atau kurangnya perhatian 
dan tanggung jawab pelakukanya. Pada prinsipnya Allah tidak meminta 
                                                          





pertanggungjawaban atas kesalahan yang tidak disengaja yang dilakukan 
seseorang. kecuali bila kesalahan yang tidak disengaja itu lahir dari kecerobohan 4 
QS.AL-Nisa/4:112 menjelaskan bahwa dalam kehidupan sehari-hari 
manusia tak ubahnya melakukan sebuah kesalahan yang disengaja yang 
diakibatkan kecerobohannya, hal ini memiliki kemiripan ketika mengerjakan 
sebuah kasus dalam matematika, tidak jarang ditemukan sebuah kesahalan dalam 
proses penyelesaiannya, hal ini dikarenakan manusia adalah makhluk yang 
memiliki keterbatasan sehingga wajar ketika memiliki kekeliruan.  
Hadirnya pengaruh komputer membawa perkembangan yang terus 
berlanjut dalam melakukan pendekatan untuk menyelesaikan masalah yang 
dihadapi. Banyak permasalahan yang dihadapi dapat dimodelkan ke dalam suatu 
persamaan integral, dimana seringkali sulit untuk dihitung dengan menggunakan 
kaidah-kaidah kalkulus secara analitik. Untuk itu diperlukan bantuan komputer 
dan metode pendekatan yang tepat untuk dapat menyelesaikan persamaan tersebut 
secara efisien dan tepat. Beberapa metode pengintegralan yang umum digunakan 
adalah metode numerik.  
Metode numerik adalah metode yang digunakan untuk mencari 
penyelesaian numerik dari suatu model matematis dan digunakan apabila dengan 
metode analitik, penyelesaiannya sulit ditentukan dan memerlukan waktu yang 
cukup lama. Di dalam metode numerik ini dilakukan perhitungan yang berulang-
ulang untuk menyelesaikan numeriknya. Penyelesaian numerik ditentukan dengan 
melakukan prosedur perulangan tertentu, sehingga setiap hasil akan lebih teliti 
                                                          





dari perkiraan sebelumnya. Dengan melakukan prosedur perulangan yang cukup, 
akhirnya diperoleh hasil perkiraan yang mendekati hasil eksak. Maka dari itu, 
metode numerik dapat disebut sebagai metode aproksimasi atau metode 
pendekatan. Karena nilai-nilai dari variabelnya merupakan nilai pendekatan ke 
nilai eksaknya, maka nilai persamaannya juga mendekati ke nilai persamaan 
eksaknya. Nilai eksak tersebut hanya dapat diketahui, apabila suatu persamaan 
bisa diselesaikan secara analitis. Dalam metode numerik, biasanya nilai tersebut 
tidak diketahui. Banyak metode dalam metode numerik yang dapat di gunakan 
untuk menyelesaikan persamaan matematika, salah satunya untuk menentukan 
nilai-nilai variabel dari persamaan-persamaan serentak, di antaranya metode 
Kuadratur Gauss dan metode Romberg. Setiap metode ini memiliki prosedur yang 
berbeda dalam menentukan nilai-nilai variabel dari persamaan-persamaan 
serentak.5 
Berdasarkan penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh Fadlian diperoleh 
bahwa penyelesaian integral lipat dua dengan metode Rombergdan Metode 
Kuadratur Gauss Laguerre dapat diselesaikan baik secara manual maupun 
menggunakan program matlab. Metode kuadratur Gauss Laguerre lebih cepat 
dalam menyelesaikan integral lipat dua dibandingkan menggunakan metode 
kuadratur gauss hermite.6 
                                                          
5 Fransiskus Gatot Imamsantoso , Analisis perbandingan metode numerik dalam 
menyelesaikan persamaan-persamaan serentak (widya warta, 2011), h 20 
6 Fadlian, “Perbandingan Metode Kuadratur Gauss Hermite dengan Kuadratus Gauss 
Laquerre dalam Menyelesaikan Integral Lipat Dua”, Skripsi (Fakultas Sains dan Teknologi 





Berdasarkan penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh Puji Rahayu 
diperoleh bahwa penyelesaian integral lipat dua dengan Metode Romberg dan 
metode simulasi Monte Carlo dapat diselesaikan baik secara manual maupun 
menggunakan program matlab. Metode Romberg lebih cepat dalam 
menyelesaikan integral lipat dua dibandingkan menggunakan metode simulasi 
Monte Carlo.7 
Metode Kuadratur Gauss Laguerre merupakan perluasan dari metode 
Kuadratur Gaussian, hal tersebut membuat nilai integrasi yang di peroleh semakin 
baik karena didasarkan pada integrasi Gaussian yang menggunakan polinomial 
orthogonal dengan derajat besar yang mampu memperkecil kesalahahan hitungan 
dan memungkinkan memberikan hasil yang mendekati  atau  sama  dengan  nilai 
eksak. Metode Romberg memiliki kelebihan terhadap analisis nilai galat error atau 
nilai hampirannya. Semakin banyak titik evaluasi yang digunakan maka semakin 
akurat pula nilai hampirannya mendekati nilai eksak sehingga error yang muncul 
relatif sangat kecil.  
Dalam penelitian ini akan memberikan informasi metode yang paling 
bagus dan akurat dalam menyelesaikan persoalan integral lipat dua yang 
melibatkan fungsi-fungsi yang rumit terutama fungsi eksponensial, sehingga 
pemilihan metode Kuadratur Gauss Laguerre dan metode Romberg  dinilai tepat 
saat metode tersebut diterapkan dalam kasus-kasus tertentu dalam penyelesaian 
integral lipat dua dalam hal solusi numerik (galat).  
                                                          
7 Puji Rahayu, “Perbandingan Solusi Numerik Metode Romberg dan Simulasi Monte 
Carlo pada Penyelesaian Integral”, Skripsi (Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri 





B. Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian pada alasan pemilihan judul tersebut, maka permasalahan 
penelitian adalah sebagai berikut : 
1. Bagaimana hasil integral lipat dua dengan metode kuadratur Gauss Laguerre 
dan metode Romberg berdasarkan nilai galat eror? 
2. Bagaimana perbandingan hasil metode Kuadratur Gauss Laguerre dan metode 
Romberg berdasarkan galat error? 
C. Tujuan penelitian 
Dengan adanya permasalahan yang muncul  maka tujuan dari penelitian ini 
adalah : 
1. Untuk  menyelesaikan  integral lipat dua dengan metode Romberg dan metode 
kuadratur Gauss Laguerre berdasarkan nilai galat eror. 
2. Untuk mengetahui perbandingan hasil integral lipat dua dengan metode 
kuadratur Gauss Laguerre dan metode Romberg.   
D. Manfaat penelitian 
1. Bagi peneliti sendiri yaitu sebagai sarana untuk menyalurkan ilmu yang telah 
diperoleh selama masa perkuliahan. 
2. Bagi pembaca dapat dijadikan referensi dalam menyelesaikan integral lipat 
dengan menggunakan metode Romberg dengan kuadratur Gauss Laguerre 
3. Bagi lembaga kampus UIN Alauddin Makassar yaitu dijadikan sumber 
kepustakaan bagi pengembangan wawasan keilmuan 





      Masalah dalam penelitian ini adalah menyelesaikan integral tentu lipat 
dua untuk fungsi eksponensial dengan dua variabel. 
 
 
F. Sistematika Penulisan 
Untuk memberikan gambaran yang jelas untuk permasalahan yang dikaji 
dalam penulisan ini maka penyusunannya didasarkan pada sistematika sebagai 
berikut: 
BAB I  Pendahuluan, Bab ini memuat latar belakang masalah dan rumusan 
penelitian serta memuat tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan 
sistematika penulisan. 
BAB II Tinjauan Pustaka, Bab ini merupakan kajian pustaka yang berisi hal-hal 
yang mejadi landasan teori yang dikaji. 
BAB III Metodologi Penelitan, Bab ini menguraikan deskripsi tentang 
bagaimana penelitian akan dilaksanakan dengan menjelaskan jenis 
penelitian, waktu dan tempat penelitian serta prosedur penelitian. 
BAB IV  Hasil dan Pembahasan, Bab ini  ini memuat tentang penyelesaian soal 
integral lipat dua dengan mengunakan metode kuadratur Gauss 
Laguerre dan metode Romberg berdasarkan nilai galatnya. 
BAB V Penutup, Bab ini merupakan bab  terakhir yang  didalamnya berisikan 














A. Fungsi eksponensial 
Fungsi eksponensial adalah salah satu fungsi yang paling penting dalam 
matematika. Biasanya, fungsi ini ditulis dengan notasi )exp( x  atau 
xe , 
dimana e adalah basis logaritma asli yang kira-kira sama dengan 2,718282. 
Definisi 2.1 : 
Invers ln disebut fungsi eksponensial asli dan ditulis dengan exp yaitu : 
xyex y ln==  
Dari definisi ini  dengan mudah memperoleh  
 xe
x =ln ,  x>0 
 ye y =)ln(    untuk semua y 
oleh karena itu exp dan ln adalah fungsi-fungsi invers, grafik y =exp x 
adalah grafik y = ln x yang dicerminkan pada garis y=x. sifat fungsi 
ekxponensial mulai dengan memperkenalkan bilangan baru, seperti bilangan 
 , yang dilambangkan dengan huruf e. bilangan ini amat penting di dalam 





                                                          





Adapun grafik yang berkaitan dengan materi di atas sebagai berikut : 
• y=exp y 
 
• y = ln x 
 
B.  Integral tak tentu 
Integral adalah salah satu hal yang mendasar disamping turunan 
(derivative). Dalam kuliah kalkulus integral, telah diajarkan cara 
memperoleh solusi analitik dan eksak dari integral tak tentu maupun 
integral tentu. Bentuk umum dari integral tak tentu dinyatakan sebagai: 





Ada syarat, f(x) adalah fungsi kontinu sedemikian sehingga 
)()(' xfxF = , dan c adalah konstanta. Oleh karena itu integral biasa juga 
disebut anti turunan. 
Suatu fungsi y = f(x), yang diturunkan menjadi )(' xf
dx
dy
=  atau  
dxxfdy )('=  jika hasil dari diferensiasi dinyatakan oleh )(' xf , maka 
integral dari fungsi tersebut dinyatakan oleh: 
 += cxfdxxf )()('  
Perhatikan bahwa setiap turunan dari suatu fungsi konstanta 
nilainya adalah 0 (nol), maka dalam perhitungan integral sebagai hasil 
perhitungannya selalu ditambahkan dengan konstanta (c) sehingga hasil 
perhitungan integral di atas menjadi:  += .)()(' cxfdxxf
9  
Berdasarkan ada tidaknya batas untuk variabel integrasi yang 
digunakan secara umum integral dapat dibedakan menjadi dua jenis yaitu 
integral tak tentu (indefinite) dan integral tentu (definite). 
Adapun sifat-sifat integral tentu adalah sebagai berikut : 















dxxfkdxxf )()(  
                                                          













dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  















+=   ,)()()(  
C. Integral  tentu 
Integral tentu erat kaitannya dengan integral Riemann. Misalkan 
suatu partisi P  membagi interval [a, b] menjadi n interval bagian dengan 
menggunakan titik-titik bxxxxxa nn == −1210 ...  dan misalkan 
1−−= iii xxx . Pada tiap interval-bagian ii xx −−1[ , ambil sebuah titik 
sebarang ix  yang disebut sebagai titik sampel untuk interval-bagian ke-i.
10 
Maka integral tentu didefinisikan sebagai berikut: 











=    




dxxf )(  , disebut integral tentu (integral Riemann) f  dari a ke b,  
kemudian diberikan oleh : 
                                                          













f x dx f xx→
=
=   
Contoh 2.1 































                                                


























                 =
1
2
 (ln(2) − ln(1)) 
                               =
1
2
 ((0,69314718) − (0)) 
= 0.34657359  
D. Integral ganda 
         Dalam bidang teknik, integral sering muncul dalam bentuk integral 
ganda dua (lipat dua) atau integral ganda tiga (lipat tiga). Integral lipat dua 
didefinisikan sebagai berikut: 
















Dengan a, b, c, d adalah bilangan riil. Apabila batas dalamnya berupa 
fungsi dan batas luarnya berupa bilangan maka akan menghasilkan suatu 
nilai/ bilangan. Tetapi sebaliknya, apabila batas dalamnya berupa bilangan 
dan batas luarnya berupa fungsi maka akan menghasilkan suatu fungsi 
pula. 
Contoh  2.2  





)2( dxdyyxI  





)2( dxdyyx  







[ +  
 =  +−+
1
2
)}42()88{( dyyy  









]26[)46 yydyy +=+  
 = (12+8)-(6+2) 
 = 20-8 





Tafsiran geometri dari integral ganda adalah menghitung 
volume ruang di bawah permukaan kurva f(x,y) yang alasnya adalah 
berupa bidang yang dibatasi oleh garis-garis x = a, x = b, y = c, y = d. 
volume benda berdimensi tiga adalah  v = luas alas × tinggi. Kaidah-
kaidah integrasi numerik dapat dipakai untuk menghitung integral ganda. 
Jika pada fungsi dengan satu peubah ),(xfy =  luas daerah dihampiri 
dengan pias-pias yang berbentuk segiempat atau trapesium, maka pada 
fungsi dengan dua peubah ),( yxfz = , volume ruang dihampiri dengan 
balok-balok yang bebentuk segiempat atau trapesium. Solusi integral lipat 
dua diperoleh dengan melakukan integral dua kali, pertama dalam arah x 
(dalam hal ini nilai y tetap), selanjutnya dalam arah y (dalam hal ini nilai x 
tetap), atau sebaliknya. Dalam arah x berarti menghitung luas alas benda, 
sedangkan dalam arah y berarti mengalikan alas dengan tinggi untuk 
memperoleh volume benda.11 
Adapun sifat-sifat integral  lipat dua sebagai berikut  : 
1. dydxyxfCdydxyxfC
R
 = ),(),(  dengan C adalah konstanta. 
2.     +=+
R RR
dydxyxgdydxyxfdydxyxgyxf ),(),(),(),(  
asalkan f  dan g fungsi-fungsi yang terintegral pada R. 
3. Jika R dapat dipartisi menjadi 𝑅1 dan 𝑅2 maka: 
                                                          












E. Metode numerik 
Metode Numerik merupakan salah satu cabang atau bidang ilmu 
matematika. Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikan 
permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan 
cara operasi hitungan. Pada dasarnya metode numerik merupakan metode 
untuk menentukan penyelesaian numeris, dalam hal ini nilai pendekatan 
real dari suatu model matematis. Di dalam metode numerik ini dilakukan 
operasi hitungan yang berulang-ulang untuk menyelesaikan penyelesaian 
numeriknya. Penyelesaian numerik ditentukan dengan melakukan prosedur 
perulangan (iterasi) tertentu, sehingga setiap hasil akan lebih teliti dari 
perkiraan sebelumnya. Dengan melakukan prosedur perulangan yang 
dianggap cukup akhirnya diperoleh hasil perkiraan yang mendekati nilai 
eksak. Nilai eksak tersebut hanya dapat diketahui apabila suatu fungsi f(x) 
bisa diselesaikan secara analitis.  
Pada umumnya metode numerik tidak mengutamakan diperolehnya 
nilai yang eksak (tepat), tetapi mengusahakan perumusan metode yang 
menghasilkan nilai pendekatan yang berbeda dari nilai yang eksak sebesar 
suatu nilai yang dapat diterima berdasarkan pertimbangan praktis, tetapi 
cukup dapat memberikan penghayatan pada persoalan yang dihadapi. 





menyelesaikan suatu persamaan metematika. Setiap metode memiliki 
prosedur yang berbeda dalam menentukan nilai pendekatannya.12 
Metode numerik sudah baku dan telah luas pemakaiannya. Metode 
numerik yang baru pada hakekatnya bertujuan menemukan cara 
perhitungan yang dapat membuat galat (error) sekecil mungkin.13 
F. Integrasi numerik 
Integrasi numerik merupakan cara perhitungan yang digunakan 
apabila kondisi dalam perhitungan analitik dirasa sulit atau bahkan tidak 
mungkin untuk memperoleh hail integral. Dengan kata lain, integrasi 
numerik dilakukan ketika perhitungan integral secara eksak sulit 
dilakukan. Hasil penyelesaian metode numerik berupa nilai hampiran 
(aproxsimation), sehingga timbul kesalahan (eror). Pada penyelesaian 
secara numerik diusahakan menghasilkan eror sekecil mungkin untuk 
memperoleh hasil yang lebih baik ada beberapa metode dalam  
perhitungan integral secara numerik. 
Terdapat tiga pendekatan dalam menurunkan rumus integral 
numerik. Pendekatan pertama adalah berdasarkan tafsiran geometri 
integral tentu. Daerah integrasi dibagi atas sejumlah pias (strip) yang 
berbentuk segiempat. Luas daerah integrasi dihampiri dengan luas seluruh 
pias.Integrasi numerik yang diturunkan dengan pendekatan ini 
                                                          
12 Fransiskus gatot iman santoso, “analisis perbandingan metode numerik dalam menyelesaikan 
persamaan-persamaan serentak”, widya warta no.01, h.22 





digolongkan ke dalam metode ini. Kaidah integrasi numerik yang dapat 
diturunkan dengan metode ini adalah kaidah segiempat, kaidah trapesium 
dan kaidah titik tengah. 
Pendekatan kedua adalah berdasarkan interpolasi polinomial. 
Disini fungsi integran f(x) dihampiri dengan polinomial interpolasi pn(x). 
Selanjutnya, integrasi dilakukan terhadap pn(x) karena polinom lebih 
mudah diintegralkan daripada mengintegralkan f(x). Rumus integrasi 
numerik yang diturunkan dengan pendekatan ini digolongkan ke dalam 
metode Newton-Cotes, yaitu metode umum untuk menurunkan rumus 
integrasi numerik. Adapun beberapa kaidah integrasi numerik yang 








Pendekatan ketiga sama sekali tidak menggunakan titik-titik diskrit 
sebagaimana pada kedua pendekatan di atas. Nilai integral diperoleh 
dengan mengevaluasi nilai fungsi pada sejumlah titik tertentu di dalam 
selang [-1,1], mengalikannya dengan suatu konstanta, kemudian 




                                                          






G. Metode Romberg 
Metode Romberg didasarkan pada ekstrapolasi Richardson. Setiap 
penerapan ekstrapolasi Richardson akan menaikkan orde galat pada hasil 
solusinya sebesar dua. Hal ini akan mengakibatkan nilai galat semakin 
kecil dan solusi numeriknya  mendekati nilai sejati (nilai eksak). Pada 
integrasi Romberg mula-mula menghitung kuadratur dengan lebar interval 





) dengan menggunakan ekstrapolasi Richardson. Dimana untuk 
n=1 berhubungan dengan nilai dasar dari hasil perhitungan rumus metode 
trapesium, n=2 berhubungan dengan nilai dasar dari hasil perhitungan 
rumus simpson atau O( h
n4
), n=3 berhubungan dengan nilai dasar dari 
rumus Boole atau O(h
6
), jadi untuk n berhubungan dengan O( h
n2
) 











Misalkan I adalah nilai integrasi sejati yang dinyatakan sebagai  








 = perkiraan nilai integrasi dengan kaidah 
trapesium dan jumlah pias 













 dengan kaidah trapesium dengan 
pembagian daerah integrasi  12





 dengan kaidah trapesium dengan pembagian daerah 
integrasi n = 2
1
 = 2. 
 Gunakan runtutan  321
,, AAA
 untuk mendapatkan 321
,, BBB
nilai 









Jadi nilai I sekarang adalah 
....'' 64 +++= hEhDBI k   dengan orde galat 
kB  adalah )(0
4h . Begitu seterusnya hingga didapatkan tabel : seperti 
dibawa ini: 
Tabel. 2. 1 Tabel iterasi  pada Romberg 
)( 2hO  )( 4hO  )( 6hO  )( 8hO  )( 10hO  )( 12hO  
0A       
1A  1B      
2A  2B  2C     
3A  3B  3C  3D    








H. Metode kuadratur Gauss Laguerre 
Dalam analisis numerik kuadratur Gauss Laguerre merupakan 
perluasan dari metode kuadratur Gaussian. Kuadratur  untuk menghitung 
nilai pemberat (bobot). Hasil yang mendekati nilai integral dari jenis 














− =  











=   )33.2(,...,3,2,1 ni =  
Penyelesaian integral lipat dua dengan menggunakan metode Kuadratur 
Gauss Laguerre hampir sama dengan kuadratur Hermite, yang 
membedakan kedua metode tersebut yaitu dalam menentukan nilai bobot 
(wi). Polinomial   Laguerre   Ln(x)  orthogonal   pada   interval (0, ∞)  










membuat tabel absis dan bobot  n = 4.15 
Tabel.  2.2 Titik dan Bobot dari Kuadratur Gauss Laguerre 
N ji yx ,  jiw ,  








 0.4158 0.7111 
3 2.2942 0.2785 
 6.2899 0.0104 
 0.3225 0.6031 
 1.7458 0.3574 
4 4.5366 0.0389 
 9.3951 0.0005 
 
I. Galat (error) 
Menganalisis galat sangat penting di dalam perhitungan 
menggunakan metode numerik. Galat berasosiasi dengan seberapa dekat 
solusi hampiran terhadap solusi sejatinya. Semakin kecil galatnya, 
semakin teliti solusi numerik yang didapatkan.  harus memahami dua hal: 
a. Bagaimana menghitung galat, dan 
                                                          
15





b. Bagaimana galat timbul. 
Misalkan ?̂? adalah niali hampiran terhadap nilai sejati 𝑎, maka selisih 
𝜀 = 𝑎 − ?̂?                   (2.4) 
disebut galat. Sebagai contoh, jika ?̂? = 10.5 adalah nilai hampiran 
dari 𝑎 = 10.45, maka galatnya adalah 𝜀 = −0.01. Jika tanda galat (positif 
atau negatif) tidak dipertimbangkan, maka galat mutlak dapat didefinisikan 
sebagai 
|𝜀| = |𝑎 − ?̂?|                           (2.5) 
Sayangnya, ukuran galat 𝜀 kurang bermakna sebab tidak menceritakan 
seberapa besar galat itu dibandingkan dengan niali sejatinya. Sebagai 
contoh, seorang anak melaporkan panjang sebatang kawat 99 cm, padahal 
panjang sebenarnya 100 cm. Galatnya adalah 100 − 99 = 1 𝑐𝑚. Anak yang 
lain melaporkan panjang sebatang penting 9 cm, padahal panjang 
sebenarnya 10 cm, sehingga galatnya juga 1 cm. Kedua galat pengukuran 
sama-sama bernilai 1 cm, namun galat 1 cm pada pengukuran panjang 
kawat. Jika tidak ada informasi mengenai panjang sesungguhnya, kita 
mungkin menganggap kedua galat tersebut sama saja. Untuk mengatasi 
interpretasi nilai galat ini, maka galat harus dinormalkan terhadap nilai 
sejatinya. Gagasan ini melahirkan apa yang dinamakan galat relatif. 













× 100%                           (2.7) 
Karena galat dinormalkan terhadap niali sejati, maka galat relatif 
tersebut dinamakan juga galat relatif sejati. Dengan demikian, pengukuran 
panjang kawat mempunyai galat relatif sejati = 1/100 = 0.01, sedangkan 
pengukuran panjang pensil mempunyai galat relatif sejati = 1/10  = 0.1. 
Dalam praktek  tidak mengetahui nilai sejati 𝑎, karena itu galat 𝜀 
seringkali dinormalkan terhadap solusi hampirannya, sehingga galat 




                     (2.8) 
Dimana : 𝜀 = Galat (error) 
     𝑎 = Nilai sejati 
     ?̂? = Nilai hampiran 
    𝜀𝑅 = Galat relatif 
    𝜀𝑅𝐴 = Galat relatif hampiran 
Galat relatif hampiran yang dihitung dengan persamaan (14) masih 
mengandung kelemahan sebab nilai 𝜀 tetap membutuhkan pengetahuan nilai 
𝑎 (dalam praktek jarang sekali mengetahui nilai sejati 𝑎). Oleh karena itu, 





perhitungan numerik yang menggunakan pendekatan iterasi (iteration), 𝜀𝑅𝐴 




                       (2.9) 
Yang dalam hal ini 𝑎𝑟+1 adalah nilai hampiran iterasi sekarang dan 𝑎𝑟 adalah 
nilai hampiran iterasi sebelumnya. Proses itersi dihentikan bila 
|𝜀𝑅𝐴| < 𝜀𝑠  
Yang dalam hal ini 𝜀𝑠 adalah toleransi galat yang dispesifikasikan. Nilai 𝜀𝑠, 
menentukan ketelitian solusi numerik. Semakin kecil nilai 𝜀𝑠 semakin teliti 
semakin teliti solusinya, namun semakin banyak proses iterasinya.16 
  
                                                          








A. Jenis Penelitian 
Metode  penelitian  yang  digunakan  oleh  penulis adalah  studi  
literatur (Kajian  pustaka). 
B. Waktu dan Lokasi Penilitian 
Adapun  waktu  penelitian di mulai dari bulan Oktober 2017 
sampai Agustus 2018. Lokasi  penelitian  adalah  perpustakaan  UIN  
yang  memiliki  buku-buku  yang  berkaitan  dengan  judul  penelitian. 
C. Prosedur Penelitian 
Adapun Prosedur penelitian  yang  akan  digunakan  dalam  
mencapai tujuan penelitian adalah sebagai berikut: 
a. Menyelesaikan Integral lipat dua dengan menggunakan metode 
Kuadratur Gauss   Laquerre.  
1. Menentukan fungsi integral yang ingin di selesaikan 
2. Menentukan batas atas dan batas bawah. 














5. Mensubtitusikan nilai xi dan yike fungsi Integral. 
6. Menghitung jumlah Laquerre 




 𝑖 = 1 sampai n. 













b. Menyelesaikan Integral lipat dua dengan menggunakan metode 
Romberg 
1. Mendefinisikan fungsi integral f(x) 
2. Menentukan batas-batas integral dengan nilai konstanta 
3. Menentukan jumlah iterasi (n) 
4. Menentukannilai h : 
12 xxh −=  





TR +==  
6. Menghitung nilai integrasi pada baris kedua sampai n pada kolom 


























7. Menghitung nilai integrasi pada kolom kedua sampai n dengan 























HASIL DAN PEMBAHASAN 
A. Hasil Penelitian 
Persamaan integrasi lipat dua yaitu fungsi integral yang 
mempunyai dua variabel bebas . sedangkan untuk penyelesaian integrasi 
numerik dapat dilakukan dengan menggunakan metode Kuadratur Gauss 
Laguerre dan metode Romberg berdasarkan langkah berikut. 
Kasus I : 




























































a. Menyelesaikan integral lipat dua dengan menggunakan metode 
kuadratur  Gauss Laguerre 












2. Menentukan batas atas dan batas bawah : 
Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel x(a) = 0 
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel x(b) = 1 
Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel y(c) = 0 
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel y(d) = 1 
















= t  
5,05,0 += txi   


















5,05,0 += tyi  
5. Mensubtitusikan nilai ix  dan iy  ke fungsi 
yxeyxf =),(  
))(5,05,0(),( )5,05,0( ++= tetyxf  





))(5,0)5858,0(5,0( )5,0)5858,0(5,0( ++= e
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6. Menghitung jumlah Laguerre  
Berdasarkan Tabel 2.2 pada Bab II titik dan bobot dari kuadratur 

























Masukkan nilai w terhadapap variabel x dan y yang diperoleh pada 







































































Sehingga di peroleh nilai integrasi Laguerre yaitu sebesar 2,8249. 
b. Menyelesaikan integral lipat dua dengan menggunakan metode 
Romberg 





),(   
2. Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel 01 =x  
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel  12 =x  
Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel 0112 ==yx  





3. Untuk iterasi n=4 
  R(1,1)    
R(2,1)     R(2,2) 
R(3,1)  R(3,2)  R(3,3) 
R(4,1)  R(4,2)  R(4,3)  R(4,4) 
Menyelesaikan integral pertama terhadap x 
4. Menentukan lebar interval (h) pada batas x : 
12 xxh −=  
    =1-0=1 
5. Menghitung integrasi pada baris pertama kolom pertama R(1,1) 
)),(),((
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Adapun hasil integrasi dari R(1,1) sampai R(4,4) terhadap x 
dapat dilihat pada tabel berikut : 
Tabel. 4. 1 Hasil integrasi Romberg terhadap x 



















































1. Menentukan lebar interval (h) pada batas y : 
12 yyh −=  
10-1 ==  
2. Menghitung integrasi pada kolom pertama R (1, 1) 
)()((
2
T1) 1,( 21,0 yfyf
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Adapun hasil integrasi dari R(1,1) sampai R(4,4) terhadap y 
dapat dilihat pada Tabel 4.2 berikut : 
Tabel. 4.2 hasil integrasi Romberg terhadap y 
R(r,s) 1 2 3 4 
1 0,9295    
2 0,8769 0.8593   
3 0,8635 0,8590 0,8589  






Sehingga hasil integrasi dari metode Romberg terhadap y berdasarkan 
tabel 4.2 adalah  0,8587. 
Kasus II : 


















































































c. Menyelesaikan integral lipat dua dengan menggunakan metode 
kuadratur  Gauss Laguerre 
















2. Menentukan batas atas dan batas bawah 
Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel x(a) = 0 
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel x(b) = 2 
Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel y(c) = 0 
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel y(d) = 1 








































































Masukkan nilai t terhadap variabel x dan y yang diperoleh pada 













































































6. Menghitung jumlah Laguerre 
Berdasarkan pada Tabel 2.2 pada bab II titik dan bobot dari 



















































































d. Penyelesaian integral lipat dua dengan menggunakan metode 
Romberg 
1. Fungsi  integral yang diselesaikan adalah dydx
y
x









2. Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel 01 =x  
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel  22 =x  
Batas bawah daerah integrasi terhadap variabel 01 =y  
Batas atas daerah integrasi terhadap variabel 12 =y  
3. Untuk iterasi n = 4 
R(1,1)    
R(2,1)    R(2,2) 
R(3,1)  R(3,2)  R(3,3) 
R(4,1)  R(4,2)  R(4,3)  R(4,4) 
Menyelesaikan integral pertama terhadap y 
4. Menentukan lebar interval (h) pada batas  : 
12 yyh −=  
  =1-0   =1 



























































































































































































































TR ++==  























































































































































































































































































































































































































Adapun hasil integrasi dari R(1,1) sampai R(4,4) terhadap x dapat 
dilihat pada Tabel 4.3 berikut : 




R(r,s) 1 2 3 4 
1 2583,0 x     
2 24925,0 x  2146,0 x    
3 2448,0 x  2433,0 x  2143,0 x   






Menyelesaikan integral kedua terhadap x dengan fungsi 4177,0  
12. Menentukan lebar interval (h) pada batas y : 
12 xxh −=  
20-2 ==  
13. Menghitung integrasi pada baris pertama kolom pertama R (1, 1) 
)()((
2
T1) 1,( 21,0 xfxf
h
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Adapun hasil integrasi dari R(1,1) sampai R(4,4) terhadap x dapat 
dilihat pada Tabel 4.2 berikut
 
Tabel. 4.4 hasil integrasi Romberg terhadap x 
R(r,s) 1 2 3 4 
1 1,6708    
2 1, 2531 1, 1138   
3 1, 1486 1, 1137 1, 1132  
4 1, 1229 1, 1143 1, 1143 1, 1143 
 
Sehingga hasil integrasi dari metode Romberg terhadap x berdasarkan Tabel 
4.4 adalah  1, 1143. 
B. Pembahasan 
Kasus I : 
1. Penyelesaian integral lipat dua dengan  menggunakan metode kuadratur 





),( dydxxeyxf y  diperoleh sebesar 
2,8249 sedangkan penyelesaian secara analitik sbesar 0,8591 dari hasil 
tersebut bandingkan dengan hasil penyelesaian secara numerik supaya dari 













Sehingga besarnya galat (error) yang diperoleh menggunakan metode 
kuadratur gauss laguerre adalah sebesar 1,9658.  
2. Penyelesaian integral lipat dua dengan menggunakan metode Romberg  









),(),(  sebesar 0,8587 sedangkan 
penyelesaian secara analitik sebesar 0,8591 dari hasil tersebut bandingkan 
dengan hasil penyelesaian secara numerik supaya dari metode tersebut 
diketahui seberaapa besar nilai galatnya (error) : 






Sehingga besarnya galat (error) yang diperoleh menggunakan metode 
kuadratur gauss laguerre adalah sebesar 1600,0 . 
Kasus II : 
3. Penyelesaian integral lipat dua dengan  menggunakan metode kuadratur 
gauss laguerre untuk soal pertama dydx
y
x








),(  diperoleh sebesar 
1,4469 sedangkan penyelesaian secara analitik sbesar 1,0813 dari hasil 
tersebut bandingkan dengan hasil penyelesaian secara numerik supaya dari 











Sehingga besarnya galat (error) yang diperoleh menggunakan metode 
kuadratur gauss laguerre adalah sebesar 0,3656.  












),(  sebesar  1,1143  sedangkan penyelesaian secara 
analitik sebesar 1,0813 dari hasil tersebut bandingkan dengan hasil 
penyelesaian secara numerik supaya dari metode tersebut diketahui 
seberaapa besar nilai galatnya (error) : 






Sehingga besarnya galat (error) yang diperoleh menggunakan metode 
Romberg adalah sebesar 0,033. 
Dengan demikian dapat diketahui bahwa untuk menyelesaikan 
integral lipat dua berdasarkan nilai galat (error) dengan menggunakan dua 
metode yaitu metode kuadratur gauss laguerre dan metode Romberg dapat 










Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan dapat 
disimpulkan bahwa : 
1. Penyelesaian integral lipat dua dengan menggunakan metode kuadratur 







),(  = 2,8249  
dengan nilai error 1,9658 . untuk soal kedua : dydx
y
x








),( =  
1,4469  dengan nilai  error 0,3656 . sedangkan penyelesaian 


















),(  = 1,1143 dengan nilai error  033,0 . 
2. Perbandingan hasil dari kedua metode pada penyelesaian integral lipat 
dua berdasarkan nilai errornya dapat disimpulkan bahwa metode 
Romberg  jauh lebih akurat dibandingkan dengan metode kuadratur 
gaus laguerre . Hal ini dapat dibuktikan dengan nilai galat mutlak yang 
dihasilkan metode Romberg jauh lebih kecil dibandingkan dengan 
metode kuadratur gauss laguerre. Berdasarkan hasil tersebut 





pada program scilab adapun hasilnya itu sama dengan cara manual 
yang dikerjakan pada soal di atas. 
B. Saran  
Berdasarkan dari kesimpulan yang diperoleh maka saran untuk 
penelitian selanjutnya adalah sebaiknya menyelesaikan kasus integral lipat 
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